DS de mathématiques
n°7.1

Systémes linéaires, polynomes, relations de

comparaison — Corrigé

Noté sur 52,5 pts +2.5 pts pour le soin et la clarté,
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20/45.

/12 1 Pour s’échauffer
Les questions de cet exercice sont indépendantes.
r—2y+3z=1
1) Résoudre en discutant selon la valeurdem € R: ¢ —x + 3y — 2z =1

/3 20 =3y +T7z=m

La matrice augmentée est

1 -2 3|1 1 -2 3 1
-1 3 =211 0 1 1 2 Lo+ Ly
2 -3 7 |m 0 1 1| m-2/) Ly—2IL,
1 -2 3 1 r—2y+3z=1

0 1 1 2 y+z=2

0 0 0l m—4 L3 — Lo 0=m-—4

— Sim # 4, alors .

— Sim = 4, alors le systéme devient :

r—2y+3z=1 y=2—-z
y+z2=2 r=14202-2)—3z

On trouve

S = {(:L’,y,z) €R? ‘ y:272,1':5752}
= {(5—52,2—,2,2) ’ z ER}
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2) Déterminer la décomposition en éléments simples dans R(X) de :
X?
F=———
X4 4+2X241
Un calcul de division euclidienne donne

XT=(X?—2X)(X*'+2X%+1) +3X* + 2X
On a donc 24X 1 ox
F=X*—2X+ 7+

X4 42X2+1
Ensuite, ’
X4 p2X? 1= (X?41)

et il s'agit de la factorisation du dénominateur dans R[X]. Enfin,
aprés calculs (ou bien en remarquant que 3X* +2X = 3X(X? +
1) — X...), on trouve :

BX*yoxX 83X . X
(X2+1)2 X211 @ (XZ11)

Finalement,

3X N -X
X241 (X2+1)

F=X3—2X+

3) Déterminer la décomposition en éléments simples dans C(X) de :
1

(X2+2X +1)(X2 42X —1)
On factorise le dénominateur : le polynome X2 + 2X — 1 a pour
discriminant A = 8 > 0, et comme racines —1 + \/5., de sorte que :

(X?H2X +1)(X2+2X —1)
—(X+1XX +1-V2)(X +1++2)
Apres calculs, on a donc

1
(X +12(X +1-vV2)(X +1+V2)

1 1
0 . =3 . W “is
X+1 (X412 X+1-v2 X+1+2
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/27,52 Des équivalents sur des sommes

Soit (up)nen et (vn)nen deux suites réelles strictement positives. Pour
tout n € N, on pose :

n n
Un = § Uk, ‘/;1, = § Uk
k=0 k=0

Dans cet exercice, on souhaite démontrer le résultat suivant : si u, ~ v,
et si V,, — 400, alors U,, ~ V.

On fixe € > 0 et pour tout n € N, on pose :

U,
By =2

Un

1) Justifier qu'il existe N € N tel que pour tout n > N, on a |h,| <

DO ™

/1,5

Comme — — 1, on a h, — 0. Par définition de la limite, il existe
U

N € N tel que pour tout n > N, on a ||k, — 0] <

DN ™

2) Justifier qu'il existe N’ € N tel que pour tout n > N’, on a

hovo + ...+ hy_10Nn_1
Va

<

<
2
/2

Comme V,, = 400 et que hovg+ ...+ hy_1vy_1 ne dépend pas de
n, on en déduit que

h/" }ee',/ss',
lim ( 0o + + An_1UN 1) -0

n—+00 th

Par définition de la limite, il existe N’ € N tel que pour tout
n>N' ona

h/UUU + ...+ h/N—l’UN—]
Va

3
< Z
-2

3) En exprimant u, en fonction de v, et h,, montrer qu’il existe N € N

5 tel que pour tout n > N”. on a
/ que p :

U"—l’ge.

n

G. Peltier — MPSI, Lycée Alain Fournier 3/9

On sait que h,v, = u, — v,, et donc u,, = v, + h,v,. On en déduit
que

On pose N = max(N, N'). Pour tout n > N”, par les questions

précédentes,
% 1l = h(]UQ + ...+ h,,,U”
Vi, vo+ ...+ Uy
hovo + ...+ hy_10N_1 hyon + ...+ hyo,
v+ ...+ U, Vot ...+ U,
< € L |hvon + ..o+ hyuy|
2 v+ ...+ U,
€ N |hnloy + ...+ | ha|on
-2 vt ... F U,
< §+§ « UN ..U,
2 2 vy+...4+0v,
< §+§ « v+ ... +UoNgFUNF Uy
2 2 vg+ ...+ U,
<€ n €
-2 2
=

4) En déduire le résultat voulu. Note : on admet dans la suite que ce
résultat est encore valable si les suites (uy) et (v,) ne sont définies
/1,5 que sur N,

On a montré que pour tout € > 0, il existe N” € N tel que pour
tout n > N” on a

U’l
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- U
| On en déduit que Vn — 1, et donc

n

1
5) Application : déterminer un équivalent simple de In (1 + > En
n

n
1
déduire que Z i In(n) lorsque n tend vers 4o0.
k=1
Comme In(1 + ) ~, ona (par composition a droite)
T—

1 1
In{l1+—|~—
n n

éln (1 + i) = i:ln (T)

k=1

k=1
=ln(n+1) = +o0

De plus,

1
Ainsi, on peut appliquer le résultat avec v, = In (1 + > et u, =
n

1
—. On en déduit que

n
n 1 n 1
; T ;ln <1 + k) =ln(n+1)

et donc

n

1
Z T e In(n+ 1)
k=1

] 1 1
Enfin, In(n 4+ 1) = Inn + In (1 + ) De plus, In <1 + > — 0
n n

1
donc In <1 + > est négligeable devant Inn. Donc In(n+1) ~ Inn.
n

Finalement,

n 1
; E nﬁtoo
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6) Application : en déduire un équivalent simple de U,, pour chacune des
suites (uy,)nen- Suivantes :

2n n—1
nzl 5 1 n T 7 7 . 4N
“ n<2n+1> “ In(n + 1)

) . 2n
On commence par la suite de terme général u,, = In 1
n

1 1
~ — ar —0
2n+1 e 2n+1
1
2n
1 11 1
On pose v, = 3 de sorte que V,, = 3 2 P In(n) par ce

qui précede. On constate que (uy,) et (v,) ne sont pas strictement
positives, et que V,, — —o0o. C’est pourquoi, on définit les suites
(u)) et (v]) par :

! /
vneN w,=—-u, et v,=-v,
n n
de sorte que, en notant U, = E up, et V! = E v}, on obtient
k=1 k=1
1 , 1
U ~ 5 = U Vi=-V,= éln(n) — 400

Ainsi, par le résultat démontré, on a bien
! ! 1
Un ~ ‘/n = 5 hl(n)

de sorte que

1
U,=-U, ~ ~3 In(n)

n _ 1
Passons a u, = ln(Zfl) con avu que In(n + 1) ~ In(n) par la
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/13

/6

question 5). Il reste & trouver un équivalent de /n — 1 :

n

n—1=n»—1

Linn

= en —1

1 . .
Or, —Inn — 0 par croissances comparées. Comme e” — 1 ~ x,
n x—0
on en déduit que

1
Yn—1~ =In(n)
n

Ainsi,
1

Up ~ —

n
1 .
Comme Z % — 400, on en déduit que :
k=1

n

U e 32 g )]

k=1

7) Avec un contre-exemple, montrer que le résultat de cet exercice tombe
en défaut sans 'hypotheése « V,, — 400 ».

1 2 sin=0
On pose u,, = — et v, =< 1 ) . On a trivialement u,, ~
2n — sin>1
2"

vp. De plus,

1_}n+1 1 n+1
U,I,:(iz)lzz 1—() -2
1-1 2

Mais comme V,, =1+ U,, on a V,, — 3. Donc U, £ V,,.

3 Deux exercices indépendants sur les poly-
nomes

1) Soit n > 2 un entier et P = X" — X + 1. Montrer que toutes les
racines de P sont simples.
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Supposons par 'absurde que P admette une racine o € C de mul-
tiplicité au moins deux. Alors P(a) = P'(a) = 0. On en déduit :

a"—a+1=0
nal—1=0
En multipliant la seconde ligne par «, on obtient na” —a = 0,
1
donc " = —a. On en déduit avec la premiére ligne que

n

1
—a—a+1=0
n
1
— |—-—1)a+1=0
n
1
- (1—)0[-1
n

n
—_— =
n—1

Ainsi,

N anfl [
n
nnfl 1
=3 = —
(n—=1)1t n
n"

_ = 1

(Tl _ 1)71,71

—n"=(n-1)""
Or, comme n > 2, onan > n— 1, donc n"!
stricte croissance de x +— 2" !

> (n—1)""" par
, ce qui entraine n" > (n — 1)"7',
Contradiction. Donc P n’admet pas de racine double.

2) Montrer que pour tous m,n,p,q € N, le polynome P = X? 4 X?* 4
X + 1 divise le polynéme

Q _ X4m+3 +X4n+2 +X4p+1 + X4q
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On remarque que

(X -1)P=X*"—-1
=(X?2-1)(X%*+1)
= (X - D)X +1)(X —i)(X +1)

On en déduit que

P=(X+1)(X—i)(X+1)

(note : on aurait aussi pu voir que —1 est racine évidente de P).
Pour montrer que P | @, il suffit de montrer que X + 1, X — i
et X + 4 divisent @, i.e. que Q(—1) = Qi) = Q(—i) = 0. Soit

a€{-1,i,—i}. Comme o’ =1, 0na
Q(OZ) _ Oé4m+3 + a47L+2 + a4p+1 + 044(1
_ ((14)"’(13 4 ((14)"042 4 (054)1105 + ((14)(1
=a*+al+a+1
=Pla)=0

ce qui prouve que P | Q.
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